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1.1. O complexo z, na forma algébrica, ¢ dado por :

Z:2(00S%+isenz):2[£+%i]:\/§+i

6 2
€ o seu conjugado; =3-i.
A imagem geométrica do complexo z60 ponto A de coordenadas (\/§ , —1).

Substituindo z na expressao de w e simplificando vem:

(V+i=i)  (V3) 0 ox(-) o

4i(V3+1) LHBi-1 V3 Bix(-) V3 '
Entdo, a imagem geométrica do complexo w € o ponto B de . X

coordenadas (O, - 3\/3 )

Na figura, esta representado o tridngulo [AOB], sendo [4AP] a sua

altura relativamente a base [OB].

Assim, a area do tridngulo [AOB] ¢ dada por:

0Bxap |33 g
BT Ty T




1.2. A equagdo dada ¢ uma equagdo do 2° grauem z e C.

Aplicando a formula resolvente vem:

_ 2cosa +4cos*or—4 o 2cosa + 2+ cos*ar—1 N
2

2 —2cosaz+1=0& z = 5

2(cosai\/ cosza—l)
&z = o z=cosatNcos’a—1 < z=cosat\—-sen*a

2

& z=cosa i’ Xsen*a & z = cosa tisendt < z = cosa +isena N z = coso —isendt <

& Z=CISOV Z =COoS (—0{)+isen(—0{) & z=CisaV z=cis (—0{)

As solucdes da equacdo, em funcdo de o, sdo: z=cisa € z=cis (—0{).

2.1. Dado o acontecimento B : "As duas bolas azuis ficam uma ao lado da outra” determinemos

2.2

a probabilidade de B, P(B).
Atendendo a que a extra¢do das bolas ¢ sucessiva e sem reposi¢do, o numero de casos
possiveis ¢ dado por 6!.
Casos favoraveis a ocorréncia de B : se considerarmos que as duas bolas azuis constituem
um bloco, existem 5! modos diferentes de permutar esse bloco das bolas azuis com as
restantes 4 bolas pretas. Para cada uma dessas maneiras existem 2! formas diferentes das
bolas azuis permutarem entre si. Assim, existem 5 2!casos favoraveis.

S22

Entao, P(B) =—=—=

2_1
6! 6 3

Conclui-se entdo que a probabilidade pedida ¢ % .

Do enunciado retiramos que os valores da variavel X sdo: 0, 1 e 2.

Determinemos a probabilidade de cada um dos valores da variavel:

C4
P(x=0)=—= 1
c, 5
2xC)
Plx=1="2= 3
C, 5
C:xC!
P(x=2)=—2"-L= 1
C, 5
Assim, a tabela da distribui¢do de probabilidade da variavel X ¢é:
X, 0 1 2
P(X=x,) 1 3 1
5 5




3. Designemos por  a amplitude do angulo dos vetores AB ¢ AD.

Pela definicao de produto escalar de dois vetores tem-se:

AB _E_ AB|- EH-COSO{

=cosa (*)

ZEC

Determinemos o valor de « :
A medida da amplitude, em radianos, de cada angulo interno de um poligono regular ¢ dada por
(n - 2) /4

n

, sendo n o nimero de lados do poligono. Fazendo n=5 obtemos a medida da

amplitude de cada um dos angulos internos do pentagono regular, ou seja, %75.

Como o tridangulo [4ED] ¢ isésceles e num triangulo isosceles a lados iguais opdem-se angulos
L 3z . .

iguais, tem-se: 7 = 5 +2/3,sendo 8= DAE = ADE .

27

Assim, 7::3?”+2,8<:>7z—3?”:2,6’<:>,6=i®,8=

)
vl Uy

Ora, a+ﬂ:§ﬂ<:> 0(=%ﬂ'—ﬂ<:>a=§ﬂ'—£<:>0(=

Substituindo em (*) o valor de & e aplicando a formula de duplicacdo do co-seno de um angulo

e a formula fundamental da trigonometria, vem:

COS (X = COS zﬂ' =coSs 2><£ 20052z—senzzzl—senzz—senzz=1—2sen2£
5 5 5 5 5 5 5

Conclui-se assim que ABAD | peenr®

z

4.1.

Assintotas verticais

Como a fungao f ¢ continua no seu dominio, apenas a reta de equagao x=0 podera ser assintota
vertical do grafico de f.

Tem-se:

x—=0" x—=0" X

lim f(x)= lim[x—1+ ln(_x)]=0—1+(—<><>)><0i_:—1+(—<><>)><(—<>o) = oo,

Conclui-se assim que a reta de equagdo x=0 ¢ a unica assintota vertical do grafico de f.



Assintotas nao verticais

x—1+ ) I I
im 2 i x [1—1+ n(;x)): fim (l—l+lx n(_x)J:

X—>—o0 X X—>—o0 X X—>—o0 X X—>—oo X X X

X
=1—0+1im[lxM]=1+1im[lx—ln(_x)] (+%)

x| X X x| x X
Facamos a mudanca de varidvel: y=—x & x=—y.

Como x — —oo entdo y — +eo € assim,

In(-
(%) 1—0+1im[lxm}:l+lim[ixh}—y]ﬂmxo:l

X—>—00 X X Y—>too _y _y

=1

Entdo, m = lim f(x)

x—o—o

lim [/ (x)=mx] = lim [/ (x)-x] = lim {x—l+ln(—_x)—x}: lim {—1+ln(_x)}:

X—>—0o0 X—>—00 X—>—o0 X X—>—0o

(a)
:—1+lim(1n—y)=—l—0 =-1

Y—>too _y

(‘@) Mudanga de variavel: -x = y . Como x — -eoentdo, y — +oo.

Entdo, b= lim [f (x)- x] =-1

X—>—oc0

Portanto a reta de equacdo y =x—1 € uma assintota ndo vertical do grafico de f quando x

tende para —o . Nao pode haver outras assintotas nao verticais porque o dominio de f ¢
limitado superiormente.

O grafico de f'admite como assintotas as retas de equacdesx=0¢ y=x—1.

Outra resolucao:

Temos que
) ) [ ln(—x)}
Jim /()= Jim | x -1 ==

Fagcamos a mudanga de varidvel: y=—x < x=—y . Como x — —co entdo y — 4co € assim,

In(—x
lim [L] — lim [ln_yj - lim (ln_y) ~0
X——o0 X yote| =y y—rtoo y

Entdo, por defini¢do de assintota, a reta de equagdo y = x—1 € uma assintota ndo vertical do

grafico de f'quando x tende para —oo .



4.2. A fungdo f ¢ continua no seu dominio ]—oo, 0[, por ser a soma de duas fung¢des continuas,

logo f'¢ continua em [—e,—1] < ]—oo,0].

f(—e):—e—1+1n—e:—e—1—l, sendo f'(—e)~—4,086
—e e
Inl

f(=)=-1-1+—==2

Ora, f(—e)<—e< f(-1).
Como f'¢ continua em [—e,—1] ¢ f(—e) <—e < f(—1), o Teorema de Bolzano permite
concluir que a equagdo f (x) =—e tem pelo menos uma solucao no intervalo ]—e, —1[.

In(-
4.3. A fungdo g tem dominio ]—oo, O[e ¢ definida pela expressio analitica g(x)=-1+ n( x)’

In(—x) 1 In(—x) .

poisg(x)=—x+ f(x)=—x+x-1+

Para estudar a fung¢do g quanto a monotonia e existéncia de extremos, determinemos a

expressao analitica da primeira derivada de g.

g'(x)=(-1) ; == =——— Dy=|=0]

X X X

. [ln(—x):l'Xx—x‘xln(—x) _—IXx—ln(—x) 1—In(~x)

Zeros de g’:
1-1In(—x)

X
&S —Xx=eAXxe Dg. S x=—e

g'(x)=0Axe D, & =0Axe D, & In(-x)=1rxe D, &

Sinal de g’:
1-In(—x)

2

g'(x)>0Axe D, <
X

>0Axe D, e 1-In(-x)>0Axe D, &

& In(—x)<laxe D,. & In(—x)<Ilneaxe D, & -x<enxeD, &

& x>-enxe D, & xel-e0]

Tabela

g \ g(-e) /v n.d.




Por observagdo da tabela, conclui-se que a fungdo g ¢ estritamente crescente em [—e,O[ e
estritamente decrescente em ]—oo, —e].

A fungdo g tem um minimo relativo para x = —e que ¢ g(—e).

. Comecemos por observar que [PQR] e [PSR] sdo tridngulos retangulos em Q e S,
respetivamente, pois sdo tridngulos inscritos numa semicircunferéncia.

Como o lado [PR], comum a ambos, é um didmetro e PQ=PS os triangulos retangulos

[POR] e [ PSR]sdo geometricamente iguais e tém [ PR]por hipotenusa.

Entdo, a area do quadrilatero [ PORS] ¢ dada por:

POXQR _—= —
A pors) = 2X A ppry = 2><T =POXOR

Tem-se, assim:

cos(a):l;:i@cos(a)szrQ <:>P_Q=4cos(0()
esen(a)z% <z>sen(0{)=%<z>@=4sen(0{).

Portanto, a drea do quadrilatero [PQRS ] ¢ dada, em fun¢do de o, por:
A(or)=4 cos(a)x4 sen(a) =16 sen () cos ().

Entdo, A(0) =16 sen(6)cos ().

Determinemos agora o valor exato de 4 (9)

Como 1+1g°6 = e 1gf= 22 tem-se:

cos*6

1+(2\/§)2= 12 S 1+8=
cos” @ cos

1
— & cos’ O=—.
0 9

1
Como fe :l O,% [ , cos@ >0 e consequentemente cosd = 3
Recorrendo a formula fundamental da trigonometria podemos entdo escrever:
1 1
sen’f+—=1sen’f=1-- < senz¢9=§ :
9 9 9

V8 2

Como fe :l O,% [ , sen 8 >0 e consequentemente sen @ = 3 =

IS

S

2

W
[\)
51

X

Logo o valor exato de 4(8) ¢: A(6)=16 sen(8)cos(0)=16

w‘
W | =
\o‘



6. Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos 4 e B.

A ¢é o ponto de intersec¢do do grafico de f com o eixo das ordenadas, pelo que as suas

coordenadas sao (0, /(0)).
Tem-se: f(0)=—¢’+0*+8=—1+8=7. Assim, o ponto 4 tem coordenadas (0,7).

Designando por x a abcissa do ponto B, as suas coordenadas sao (x, f (x)), ou seja, o ponto B

X
tem coordenadas [x, —e2+x"+ 8}.

f(x)=7(0) —e+x*+8-7
x—0 B X .
Como a reta AB tem declive -2 a abcissa do ponto B ¢ a solucdo da equagdo
—e?+x’ +8-7
X
Como x>0 tem-se:

X
—e?+x*+8-7
x

Assim, o declive da reta AB ¢ dado, em fung¢ao de x, por

=-2, no intervalo ]0,10].

X X

=Dl +x’+8—T=2x > —e2+x>+8=-2x+7

X

Com o objetivo de resolver a equagio —e? + x* +8 =—2x+ 7, com recurso a calculadora grafica,

X

obteve-se o grafico da fun¢do f definida por f (x):—e5+x2+8 e a reta de equagdo

y=—-2x+7 (reta AB).

Floti Flatz Flots - I T OGO

SMAB e CRAZIFET2|| Amln=8

+3 ; BRIy | Amax=1a
“NWeB-ZR+T Ascl=1

Mars [ Ymin=-48.41315.
My= - Ymax=24,458293..
W= - Y=zl=14

M= | Ares=1

O valor de x que verifica a equagio —e2+x’+8=-2x+7, no intervalo ]0,10], ¢

aproximadamente 9,35.

A abcissa do ponto B é entdox = 9,35.

Afirmagoes:
I) A funcio h tem dois extremos relativos.

Determinemos os zeros de 4’ , primeira derivada da fun¢do 4.

Como o dominio de #* é R tem-se:



/(x)

e2x

H(x)=0&

=0 f(x)=0=x=-2vx=3.
Estudemos o sinal de 4.

Como ¢** >0, Vxe R o sinal de /" s6 depende do sinal da fungio f.

X —o0 -2 3 +oo
/g + 0 + 0 —
h V% h(-2) % h(3) N

Por observacao do quadro concluimos que a fungdo 4 € estritamente crescente em ]—00,3] e

estritamente decrescente em [3,+oo[, pelo que A (3) € 0 Unico extremo relativo de / .

Assim, a primeira afirmagao ¢ falsa.

m A"(-2)=0

Para calcular h"(—2)determinem0s a expressao analitica da segunda derivada de 4.

h”(x):[f(X)} _ f (X)Xe x_f(x)x(e X) B f'(x)Xezx—f(x)x(2x) X o2*

JEE (ezx )2 o
_ f'(x)Xezx —f(x)XZezx _ e™ (f'(x)—Zf(x)) _ f(x)-2f(x)
Entio,
(-2)= / (_2);‘2“_2)'

Como a fungdo f'¢ derivavel em R e tem um extremo relativo em x =—2 entdo f’(-2)=0.

Tem-se que f(—2)=0 pois -2 é um zero de f .

f(=2)-2f(-2) _0-2x0 _

) 4
e e

Assim, a segunda afirmagdo ¢ verdadeira.

0.

Portanto, 4”(-2)=

III) y+3=0 ¢ uma equacio da assintota do grafico da funcio /2 quando x tende para +oo

Dado que lim 4 (x) =3 concluimos que y =3¢ uma equagdo da assintota do grafico da fungao 4

X—>+o0

quando x tende para 4o, isto é, a reta de equagdo y—3 =0 ¢ assintota do grafico da fungdo 4
quando x tende para +eo.

Assim, a terceira afirmagao ¢ falsa.



