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1.
1.1.

O volume do paralelepipedo é dado, por exemplo, por: V;

[ ABCDEFGIT] = ABX BG X BC .

Sabe-se que A€ Ox e B e Oy, pelo que A(a,0,0) e B(O,b,O) ,com a,beR.

Como A pertence ao plano ABC temos:

12
3a+4x0-12=03a=12&a=—a=4 logo 4(4,0,0).
Do mesmo modo como B também pertence ao plano ABC, entdo

12
3x0+4xb-12=064b=12 & b=—b=3,logo B(0.3,0).

Assim,

Zf:\/(0—4)2+(3—0)2+(0—0)2 V42132 1619 =25=5;
E:\/(6—0)2+(11—3)2+(0—0)2 — V62 +8% =\36+64 =100 =10
B—c=\/(0—0)2+(3—3)2+(0—6)2 —J6? =6.

Entdo, o volume do paralelepipedo é dado por:

V[ABCDEFGH] = Z? X B_G X B_C =5%10% 6 =300 unidades de volume.



1.2.
Se r passa por P e é perpendicular a ABC, temos que (3,4, 0) sdo as coordenadas de um vetor diretor

daretar.
Assim, uma equacao vetorial de r €, por exemplo: (x,y,z) = (1,—4,3) + k(3,4,0), keR.
x=1+3k

Daqui obtemos o seguinte sistema de equagdes paramétricas: { y=—-4+4k, keR.
z=34+0

Intersetando r com ABC vem
25
3(1+3k)+4(—4+4k)—12=0@3+9k—16+16k—12=0@25k=25(:>k=g<:>k=1.

x=1+3x1 x=4
Tomando k=1,vem {y=—4+4xX1<qy=0.
z=3 z=3

Concluimos que as coordenadas do ponto de interse¢ao da reta r com o plano ABC sdo (4,0,3)

1.3.
Numero de casos possiveis: 8C2 =28.

Numero de casos favoraveis: 4C2 + 4C2 =6+6=12.

12 3
A probabilidade pedidaé P=—=—.
28 7
2.
2.1.

Seja A o acontecimento : “Ser Rapaz”.

Seja B o acontecimento : “Frequentar o 10.° ano”.

Sabemos que:

3 11 1
P(A|B)—§ : P(A)—E e P(AmB)—;.
1 1
Ora, P(A|B)=§<:>P(ANB)—§<:>L—é o1-p(B) o P(B)=2.
5 p(B) 5 pPB) 5 3 21
5

Queremos determinar o valor de:

P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-(P(A)+P(B)- P(ANB))=
=1—P(A)—P(B)+P(AmB)=I—E—i+l=w=i

21 21 7 21 21

A probabilidade de o aluno escolhido ser uma rapariga e ndo frequentar o 10.° ano é 0,38 .

=0,38



2.2.

A turma de 26 alunos tem 15 raparigas e 11 rapazes.

Como o delegado de turma, que € rapaz, tem que pertencer a comissio, vamos considerar 15 raparigas
e 10 rapazes para constituir comissdes mistas de dois elementos.

Assim, temos que considerar dois casos:

e Comissdes constituidas por um rapaz e uma rapariga (e o delegado):
Neste caso temos 10C1 X 15C1 =10 x 15 =150 comissdes possiveis.

e Comissoes constituidas duas raparigas:

Como o delegado pertence a comissdo, esta continua a ser mista se escolhermos duas raparigas.
15 o oo
Neste caso temos ~C, =105 comissdes possiveis.

Desta forma, ha 150 + 105 = 255 comissoes diferentes que se podem formar.

A resposta correta é a op¢do (D).

3.
3.1.[P2001/2002

Retirando-se duas bolas da caixa ao acaso € em simultdneo, o nimero de bolas brancas retiradas
poderd ser: duas, uma ou zero. Assim, a tabela de distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatéria X

“numero de bolas brancas retiradas” €é:

P(X=xi)

Logo, o valor médio da varidvel aleatéria X é:
3 6 1 8

U=0X—4+1X—+2Xx—=—=0,8
10 10

10 10

A resposta correta € a opgdo (B).



32 PMCEOTS

Sabendo que num tridngulo ao maior angulo se opde o maior lado, o lado que se opde ao dngulo
serd o lado que mede 6.

Usando a Lei dos Cossenos temos:
62 =5 +4% —2x 4x 5% coser <> 36 =25+ 16— 40cosr <

< 40cosax =41 — 36

<:>cosoc:i<:>cosoc=l
40 8

Pela férmula fundamental da trigonometria vem:

2
1
cosz(x+sen2a=1<:(§] +sen2a=1<:>sen2(x=1—6—4<:>sen2a= Z—i@senaz + @

64
Como o € um angulo interno do tridngulo temos que sena € positivo logo:

senq = ,/2 < sena = 0,992 (3c.d.)

A resposta correta € a opg¢ao (B).

4.
Sabe-se que aumentando a intensidade / em 150 uW/mz o nivel N, do som, passa a ser 1,4% do

quadrado do nivel inicial:

60-+10log, o (Z+150) = 0,014X(60+1010g10(1))2

2
Considerando as fungdes y;(x)=60+10log,, (x + 150) e Y,(x)=0,014X% (60 +10log, (x)) e

visualizando os graficos na calculadora grafica no dominio [20,80] procuramos o ponto de interse¢do
dos dois que € a solugdo da equagdo apresentada.
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O valor da intensidade inicial do som do despertador é aproximadamente igual a 50 ,uW/mz (0cd.).



5.

Como se trata do quociente entre fungdes polinomiais, f € continua em :I— oo, 1:| eem ] 1,+ oo[ .

A fungido € continuaem x =1 se e s6 se xligllf(x) = f( 1) .

2 -
Como )}il)nl);:llzgign1%:xliinl(x+l):2 e f(1)=10g3k,temos:

log;k=2e k=3 ok=9.
A resposta correta é a op¢do (D).

6.

Como 2, a e b sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica temos que:

g:é<:>az=2b
2 2

Sabendo igualmente que a —2, b e 2 sdo trés termos consecutivos de uma progressdo aritmética,

temos que:

b—(a-2)=2-beob-a+2=2-bea=2b

Logo,
2
= =1
a2 =2 a“=a a
= a I 1
a=2b p=2 (a:b#0)|p_ 2
2

Assim, a=1¢ b:%.

7.
Sejam B e C os afixos de zp e z respetivamente. O ponto A éoafixode z.
Temos que:
Como [ABCD] é um quadrado, vem que ADC :g ,pelo que z, =zXi.
Temos ainda que: DB=DA+DC .
Assim,

ZB:zC+Z:z><i+z=z(i+1)

Z(i + 1) ¢ o nimero complexo cujo afixo é o ponto B .

A resposta correta € a opcdo (A).



8.

Dados z;=2-3i e z, =1-2i, vem que z, =1+2i. Pretendemos provar que o afixo do nimero

3z)-iz, < a .. /
— = pertence a circunferéncia definida por ‘z - Zl| =4/53.

complexo w=
1+i

Assim,

321—1'22_6—9i—i—2i2_6—1Oi+2_8—1Oi_(8—10i)(1+i)_18—21’_9_
i =i =i 1= (=) (+) 2 a

w=

Determinando a distancia entre os afixos de w e de z; temos:

w—z|=[(9-1)-(2-31)| =[7+2] = V7* +27 = V49 +4 =53

Como a distancia entre os dois pontos ¢ V53 entdo o afixo de w pertence a circunferéncia de

centro z; e raio igual a V53, como queriamos mostrar.

9.1

Vamos determinar o valor maximo que a func¢do objetivo pode alcangar atribuindo os valores das
coordenadas de cada um dos vértices do pentdgono na expressao que define a referida fungao.
Calculando as coordenadas dos vértices:

y =300 = x + 300 = 400 < x = 100
x =150 = 150 + y = 400 < y = 250

X y L=2x+y
0 0 0
150 0 300+ 0=300

150 | 250 300 + 250 =550
100 | 300 200 + 300 =500
0 300 0+ 300=300

O valor maximo que a funcdo objetivo pode alcangar nesta regido € 550.

A resposta correta € a opgdo (C).

9.2

Como
1 T

sen| 3arccos— [=sen|3x — |= sen(n) =0
2 3

A resposta correta € a opgdo (C).



10.

Sabe-se que a equagdo da reta AB é y=2x+4 e como a ordenada na origem é 4 entdo as
coordenadas do ponto B sdo ( 0,4 ) :

Como a ordenada do ponto A € 0 temos que:

0=2x+42x=-4x==-2
Logo as coordenadas do ponto A sdo (—2 ,O).

Assim, as coordenadas do ponto M ponto médio do segmento de reta I:AB ] sdo:

A resposta correta € a opcao (B).

11.
11.1. [P2001/2002]
x-1 y-3 z-0

A partir das equagdes cartesianas da reta 7 : > = 1 = T concluimos que (2,—4,1) ¢ um

vetor diretor de 7 .

Aplicando o produto escalar excluimos as opcdes (A), (B) e (D) uma vez que:

(2,4,1)+(2,-4,1)=4-16+1=0

(-3.1,0)(2,-4,1)=-6-4%0

(-4,2,0)+(2,-4,1)=-8-8%0

Como (1,1,2)+(2,-4,1)=2 -4 +2 =0, conclufmos que o vetor procurado ¢ (1,1,2) , pois o produto

escalar deste pelo vetor diretor da reta € nulo.

A resposta correta é a op¢do (C).

112.PMC2015

I n+2 I n ! 2

+

lim(n n“j =1im(1+ﬂj xlim(1+ﬂJ =My ?axl=a.
n n n

A resposta correta é a op¢ao (C).



12.

12.1.

Para estudar a existéncia das assintotas paralelas aos eixos coordenados, temos de estudar a existéncia
de assintotas verticais e horizontais.

Assintotas verticais:

X

e e
m =—F=+0°
x—>1tx—-1 0
X
. e e
lim =—=—o0

xo>I-x—1 0
Logo, x =1 é a equag@o da tnica assintota vertical do grafico de 4 , uma vez que a fungéo é continua
em R\{l}.

Assintotas horizontais:

¢ lim &
X c c
. e — oo + oo
lim = x __* X = =+ oo
X>teox -1 x> x ] . 1 1-0
——— lim |1-—
X X X — +oo X
X — o0
. e e 0
lim =——=—=0
X—>—°°x—1 —oo—l — o0

_ 2 3+
12 =3+ S =3 e _3542=0f =2V """ o
x—1 er 2

odf=lve =2 x=m2vx=0

C.s.={0,n2}



13.
13.1.

Para estudar a fun¢do g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia de

pontos de inflexdo, comecemos por determinar as expressdes da primeira derivada e da segunda

derivada da fun¢do g:
g'(x) = —%sen(2x) + senx

g”(x) = —cos(2x) + cosx
Calculando os zeros da segunda derivada:

g”(x) =0 —cos(Zx) +cosx=0< cos(2x) =cosx &

S2x=x+2kn,keZ v2x=—x+2kn,keZl <

S x=2kn,keZ v x= %kﬂ?,k Y/

Em ]O,EE,aﬁnicasolugﬁoé ngn.

Estudando a variacdo de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das concavidades do

grifico de g, temos:

0 -7 /4
g”(x) n.d. + 0 — n.d.
8 n.d. U Pl N n.d.

Calculos auxiliares:

2 1 4 2 1 1 1 1 1
gl zm|=—cos| —m |—cos| = [=——cos| =T |+cOS| =TT |=——+—=
3 4 3 3 4 3 3 8 2

Podemos entdo concluir que o grafico de g tem:

0 | W

2
* a concavidade voltada para cima em }O,En} ;
. . 2
* a concavidade voltada para baixo em 57:,72: ;

2
* um ponto de inflexdo de coordenadas (gﬂ,%j .



13.2.
f(x)=g(-x)+ g(g_xj =L cos(2x) - o) + L cosfm-24)- cos(g_xj _

= l cos(2x) —CoSXx — l cos(2x) —Senx = — Senx —Cosx
4 4

A resposta correta € a opgdo (B).

14.

Seja a a abcissa do ponto P (a>0),logo P tem de coordenadas (a, a? .
) Y g

Como f '(x) =2x, temos que o declive da reta » € dado por 2a e sendo assim o declive da reta s é

1
dado por ——.
P 2a

. . I . 1
Seja ¢ a abcissa do ponto Q (¢ < 0), logo temos que f’(c):—z— , isto é, 2c¢ = 2’ e portanto
a a

1
ac=-——.

4
Como a equagdo reduzida da reta r é dada por y=2ax+b substituindo as coordenadas do ponto P,

temos que:

a®=2a.a+bob=-a’

E, sendo assim, a equacédo reduzida da reta » é dada por y =2ax— a.

Efetuando um raciocinio em tudo semelhante para a reta s obtém-se como equacdo reduzida para a
reta s a expressdao y=2cx— .

Como [ € o ponto de interseccdo entre as duas retas 7 e § 7 entdo temos:

y+a2
y=2ax-a" y+a® =2ax o 2a
y=20x—c2 y+cz=20x axb=azd +c? _ .

2¢
Logo,
y+a2 y+cz 2 2 2 2
——=—— & yctca =yatac & yc—ya=ac —ca <:>y(c—a)=ac(c—a)<:>

2a 2¢ a>0=a#0
c<0=c#0

1

L=t =ac & =——
a>0 A c<0= Y 1 Y 4

=c—a<0=c—a#0 ==y

. . 1
Assim, a ordenada do ponto / ¢é sempre igual a —Z.



