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1.
1.1.
A reta AE é perpendicular ao plano EFG , pelo que qualquer vetor diretor da reta 4E € também um

vetor normal ao plano EFG .

Assim, como o vetor ﬁ<3,—6,2) € um vetor diretor da reta AF , vem que também é um vetor normal
ao plano EFG e portanto uma equagdo do plano EFG € da forma 3x—6y+2z+d =0.

Como o ponto G(5,3,6), pertence ao plano EFG , substituindo-o, vem:

3IX5-6X3+2x64+d=0=15-18+12+d=09+d=0d=-9
Logo, EFG:3x—-6y+2z-9=0.

1.2.

A superficie esférica que contém todos os vértices do cubo € a superficie esférica de didmetro [AG] .

Assim, o centro desta superficie esférica € o ponto médio do segmento de reta [AG] e a medida do

. L AG
comprimento do raio € igual a -

Portanto:

= as coordenadas do ponto médio de [AG] sdo:

b b b b

Xt X YatVe zatze |_(7+5 143 4+6 - (6,2,5)
2 2 2 2 22

LAG (5= (-3 +(4-6)" _arara i3 _2\3_ g
5= > - 2 o2 Z B

Logo, a equacdo reduzida da superficie esférica que contém os oito vértices do cubo é:

(x=6) +(y=2) +(z=5) =(V3) e (x—6) +(y—2) +(=-5) =3



2.
O nimero de casos possiveis é 8C3 , que € o nimero de maneiras de escolher trés dos oito vértices do

cubo.

Cada uma das faces do cubo tem quatro vértices. Para formar uma das faces do cubo, dos seus quatro

vértices escolhem-se trés, o nimero de maneiras de o fazer é 4C3 . Como o cubo tem seis faces, vem

, 4 . o 6x'Cy 3
que o nimero de casos favordveis € 6x "Cy e a probabilidade pedida ¢ — =—.

3

A resposta correta é a op¢ao (B).

3.
Pl4n(4uB)) P(4)
P(4uB) » P(A4)+P(B)-P(4nB)’

Tem-se que: P(A‘(A U B)) =

i) Como Ac(AUB),vemque AN(AUB)=4.

De uma outra forma, AN(AUB)=(4UB)N(AUB)=AU(DNB)=AuD=4
Mas,
P(4UB)=0,9 P(4NB)=0,91-P(4nB)=0,91-0,9=P(4NB) < P(ANB)=0,1.

P(4) 0303
P(A)+P(B)-P(4ANB) 0.3+0,4-0,1 0,6

Logo, P(A\(AuB)):

4.
Os nimeros superiores a 9999 e inferiores a 22000 t&m cinco algarismos e comeg¢am por 1 ou por 2.
Niimeros que comecam por 1:

1 0,1,2 ou 3 0,1,2 ou 3 0,1,2 ou 3 0,1,2 ou 3
O T O O T O O i O O i O O 1 O

O primeiro algarismo tem de ser o 1, pelo que para a primeira posi¢cdo hd apenas uma hipdtese. Para as
restantes quatro posi¢des ha quatro hipéteses,00,0 1,02 e 0 3.

Logo, para este caso temos 1x4x4x4x4=4* =256 nimeros.

Niumeros que comecam por 2:

2 0oul 0,1,2 ou 3 0,1,2 ou 3 0,1,2 ou 3
O T O O o O O i O O i O O 7 O

O primeiro algarismo tem de ser o 2, pelo que para a primeira posicdo hd apenas uma hipétese. O
algarismo da segunda posicdo tem de ser inferior a 2, pelo que temos apenas duas hipéteses,o0 0 e o 1.
Para os restantes trés posi¢des ha quatro hipéteses, 00,0 1,02 e 0 3.

Logo, para este caso temos 1X2x4x4x4=2x 43 =128 ntimeros.

Portanto, o total de nlimeros nas condi¢des do enunciado é 256+128 =384 .

A resposta correta é a op¢do (C).



5.
Sejam a e b dois nimeros reais positivos.

1
Dado que logg a+logg b= g , entdo

1 1 3
1 I 1 ) 3
log8a+10g8b=g@logg(axb)=§<:>axb=83 @axb=(23)3 ©axb=23axb=2,

portanto o produto dos dois nimeros € 2.

A resposta correta € a opcdo (A).

6.
Seja r arazao da progressdo aritmética (un) ,com r € R . Sabe-se que u, € o dobro de u, ,isto €,
U; =2uy €como Uy =u, +5r , vem que Uy =2uy S uy +5r =2uy Suy =5r .
Por outro lado, a soma dos seus doze primeiros termos € 57, pelo que:
Uy +uy,
L2 x12=57 & (= r+1, +10r)x6=57 & _(Sr—r+5r+10r)x6=57 &

Un =y +7 S U =ty =T u2=5r

u12=u2+10r

<:>19r><6=57<:>114r=57<:>r=£<:>r=l
114 2
Logo, como u, =57, vem que u, = 5X% :g e portanto, o termo geral de (u, ) é dado por:

un=u2+(n—2)><r:§+(n_2)xl:§+ﬁ_z:ﬁ+§
2 2 2 2 2 2 2

Assim, fazendo u, =500, vem que g% =500 71+3=1000 & n =997 .

Pelo que 500 ¢ termo de ordem 997 da sucessao.

n se n<10

Sendo a sucessdo (vn) definida por v, = 1 , temos:
I+— se nz10

n
1
Como limu, = 1im(1 + —j =14+0=1, excluimos as opg¢des (A) e (B).
n

Excluimos igualmente a (D) porque para 7 <10 a sucessdo € crescente. Verificando-se que vy =9 €

1
Vip =1+ B =1,1 o que mostra que a sucessdo ndo ¢é crescente para qualquer que seja n€ N .

Assim:
Para n <10 verifica-se que 1<v, <10.

1 11 1
Para n210,verifica-seque n210 & —<—< 1+—<— e 1+—>1.
n 10 n 10 n

Entdo 1<v, <10, VneN.
Logo a sucessao (vn) ¢ limitada.

A resposta correta é a op¢ado (C).



Célculo de z; na forma algébrica:

2 4 2.(1410) 4 2+2i 4.(-D)
=tz =

=1+i—-4i=1-3i

“ 5 0-0.0+0 ¢ 2 (=D

Seja z, =a+ bi,com a,b € R, em que se sabe que |z,| =5, isto é,a% + b2 =5
Efetuando z; Xz, tem-se que:
z1X2y = (1 = 3i).(a + bi) = a + bi — 3ai — 3bi? = (a + 3b) + (b — 3a)i

Atendendo a que o afixo de z; Xz, tem coordenadas positivas e iguais obtém-se o seguinte sistema de

condig¢des:
a+3b=>b—-3a b=-2a
b=-2a b=-2a b=-2a
2 2 _ 2 2 _ _
a“+b“=5 PN a+4a—5(:) P2=1 =1 g=1 v a=—1<=){a_1
a+3b>0 a—6a>0 a<0 a<0 0<0 b=2
b—3a>0 —2a—3a>0
E, sendo assim, z, = —1 + 2i
8. 2.

Dado k € R, tem-se que k + i é uma das raizes quadradas do nimero complexo 3 — 4i, e sendo

assim:

2 —
(k+i)2=3—4i<:>k2+2ki+i2=3—4i<=)k2—1+2ki=3—4i<=>{k2k__1_43<:>

-2)2-1=3 3=3(
:){( ) (:){k=—(2)(:)k=_2

k=-2

A resposta correta € a op¢do: (D)

Uma vez que se sabe que r = gR , tem-se que:

A resposta correta € a opgdo: (C)



9.2.
Tome-se R=6400 ¢ h=r.

Substituindo na expressdo dada, obtém-se que:

64004/r2 + 12800
6400 24 2r(6400) e r = rr r

y=—

r + 6400 r + 6400
Recorrendo as capacidades graficas da calculadora, represente-se, numa janela adequada, por exemplo
[O ,6400]><[0 , 6400] , a funcdo correspondente a reta de equagcdo y = x (bissetriz dos quadrantes

64004/ x2 + 12800x

x + 6400

fmpares) e a funcdo representada pela expressdo y = . Assim, pode-se encontrar as

coordenadas do ponto I resultante da interse¢do dos dois graficos.

B3TL, 44 [ =========m==m=mmssssssosoeoeooooooooooas

0 ' ' ' 5371.44 @

Conclui-se que r = 5371,44 km , o que substituindo na expressdo da percentagem obtemos:

5371,44

2
=23% .
6400

P=50|1- 1—(

Assim, a percentagem da drea da superficie terrestre coberta por um satélite se a altitude desta for

igual ao raio da base da respetiva calote esférica € de, aproximadamente, 23%.



10.
10.1.

A fun¢do fog € definida pela seguinte expressdo analitica:

(Fog)(x) = f(8(x)) = (cosx)’.

Determinando a expressdo analitica da fungdo derivada temos:

’

(fog) (x)= ((cosx)z) =2X cosx X (—senx).

. N .
O declive da reta tangente no ponto de abcissa 1 ¢ igual ao valor da derivada nesse ponto, pelo que:

(fog),(g)z 2% cosgx(—sengj=2x Qx(—ﬂjz—iz—l.

2 2 4

A resposta correta € a op¢do (B).

10.2.

Mostrar que a equagdo f (x) = g(x) tem pelo menos uma solugdo no intervalo }0 ,g{ ¢ equivalente

a mostrar que a equagdo f (x) - g(x) =0 tem pelo menos uma solugdo no mesmo intervalo.

Assim, serd também equivalente mostrar que a fungdo & tem pelo menos um zero no mesmo

intervalo, considerando # definida por:
h(x)= f(x) - g(x) = x* —cosx
Calculemos:

h(x)=0-cos0=-1

(- (5] 300

Como a fungéio h é continua em R , por ser a diferenca de duas fun¢des continuas, uma fungio

quadrética e a funcdo trigonométrica g(x) =cosx , logo a funcdo h € continua em [0 , %} .
Como h(0)<0 < h(g) , conclui-se pelo teorema de Bolzano-Cauchy que a funcéo h tem pelo menos
um Zero em }0 ,g{ e também, na medida em que € equivalente, que a equacdo f (x) = g(x) tem

~ . T .
pelo menos uma solugdo no intervalo }0 , g{ como queriamos mostrar.



11.
11.1.

Para averiguar se a fungdo A~ € continua em x=1, temos que verificar se

h(1)= lim_h(x)= lim_h(x):

x—1 x—1

o h(l)= lim_h(x)=1+1xe " =1+1=2;

x—1

i [ YE-1 e B Gl I
[ Jx -1 ]_ xlinf+[x—1] Rl (x—l)(\/;+1)

| (=) lim+(seny ]
x>t x—1 y=>0TL Y

o lim_h(x)= lim

- 12
lim | 50
y=0F Ly
(fazendo y = x —1 temos que se x—17,entdo y—07)

Como h(l) = xl_i)rrll_ h(x) % xl_i)nqur h(x) , a fung@o ndo é continuaem x =1.

11.2.

Como o dominio da fun¢do 4 ¢ o intervalo ]—oo , 4[ o grafico de & admite uma assintota horizontal se

lim h(x)=b.com beR.

X—>—o0

Calculemos o lim h(x).

X—>—o0

. . x—1\ - . . -
xgn}wh(x) = xl_l)l’r_loo(l +xe ) , indeterminacgdo do tipo 0 X oo

(fazendo y=—x < x =—y temos que se x——oo,entdo —x—>+oo e portanto y—>+oo)

Assim,
i (x)= i {1xe )=ty (1= ) i (1= )
1 1
=1- =1- =1
ex lim i ex (+°°>
y—>too y

Logo, y =1 é equagdo da assintota horizontal do gréfico de # .



12.
12.1.

Para estudar a funcdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a

existéncia de pontos de inflexdo, comecemos por determinar a expressdo da segunda derivada

da fungdo f':

2 2 = p)
X X X

: (0+1]><x—1><(2+1nx)
” 2+ Inx X 1-2-Inx —-1-Inx

Calculando os zeros da segunda derivada, no intervalo 0 ,+ | :
—1—Inx

f"(x)=0<:> — =0 -1-Ilhx=0 hx=-1 <:>x=e_1<:>x=l
x e

Estudando a variagdo de sinal da segunda derivada e relacionando-o com o sentido das

concavidades do grafico de f, temos:

0 l + oo
e
—-1-Inx |nd. + 0 —
x? n.d. + + +
f”(X) n.d. + 0 —
f(x)  |nd U P.I N
Podemos entdo concluir que o grafico da fungdo f tem:
* a concavidade voltada para cima em }0 , l} ;
e
* a concavidade voltada para baixo em |:l,+°°|: ;
e
* um ponto de inflexdo de abcissa 1 .
e
12.2.
Calculando o limite pedido:
i L0270 A=) A6 A
x—1 1-x x—1 —(X2 —1) x—1 _(x+1)(x_1) x—1 (x_l) x—1 _(x+1)
, 1 24Inl ( 1 _ 1 __
= 1(1) = x( : 2><( 2] 1

A resposta correta € a opcao (B).



