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1. Para cada uma das expressoes apresentadas, considerando que

e sen é par, entdo (—1)" =1 ;

e se n é fmpar, entdo (—1)" = —1;
temos que:

e (—1)™ X m ndo representa uma sucessao convergente porque:
n par: lim ((—=1)" x n) = limn = 400

n {fmpar: lim ((—1)" x n) = lim(—n) = —oc0
1"
o representa uma sucessao convergente porque:
-nH" 1
n par: lim ! =lim— =0
n

n
n fmpar: lim ((1)> = lim (1) =
n n

. (—1)” 4+ n nao representa uma sucessao convergente porque:
n par: lim ((—1)" +n) = limn = 400
n fmpar: lim ((—1)" +n) = lim(—1 4+ n) = 400

e (—1)™ — n ndo representa uma sucessao convergente porque:
n par: lim ((=1)" —n) =lim(1 — n) = —oc0
n {fmpar: lim ((—=1)" —n) = lim(—1 —n) = —oco

Resposta: Opcao B

. - . - 2 .
2. Como a soma dos 5 primeiro termos da progressao geométrica é 211 e a razao é 3 calculando o primeiro

termo (u1), temos:

2\ ?

S: =211 < 211 % b <3> o 9211 o 211 N 211 x 81 o 81

= =u R S/ —u 4Ll sl xel .

5 1 1_2 1X =T 11 1 .
3

E assim, 0 5.2 termo (us), é:

2\ 4
u5=u1><7"4=81><(3> =16



3. Temos que:

e Como ANB ={ entdo P(ANB) =0
e P(B)=1-P(B)=1-0,6=04
o P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AUB) & 0,6 = P(A)+ 040 & 0,6 —0,4 = P(A) & 0,2 = P(A)

E assim: P (4) =1-P(4)=1-02=08

Resposta: Opgao D

4. Se as duas pecas a colocar no tabuleiro foram da mesma cor, interessa selecionar 2 das 12 posicoes do
tabuleiro, sem considerar a ordem relevante (}2Cy) porque as pecas a colocar sdo iguais, e o nimero de
selecoes possiveis deve ser multiplicado por 3 porque existem 3 cores para as pegas a colocar (verdes,
amarelas e encarnadas). Ou seja, o nimero de formas diferentes de dispor duas pegas da mesma cor no
tabuleiro é:

3 ><12 CQ

Se as duas pelas foram de cores distintas, interessa selecionar 2 das 3 cores disponiveis (*C5), e para cada
um destes pares de cores, escolher 2 das 12 posigoes do tabuleiro, considerando a ordem relevante (12A5)
porque as pegas a colocar sao diferentes. Ou seja, o numero de formas diferentes de dispor duas pecas
decor diferentes no tabuleiro é:

302 X 12 A2

Como é possivel, em alternativa, obter qualquer um destes dois tipos de configuragoes temos que o niimero
de configuragoes coloridas diferentes que é possivel obter é:

3x120, 430y x2 A,

5. Considerando a experiéncia aleatéria que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da que participou no
torneio de jogos matemadticos, e os acontecimentos:
S:<O aluno jogo Semaforo>
R:<0O aluno jogou Rastros>

1 — 1 — 1
TemosqueP(S):i,P(R):ZeP(S|R):g
Assim, organizando os dados numa tabela obtemos: S S
_ _ _ 1 1 1 9 3 3
oP(SHR):P(R)XP(S|R):Z><5:% R 5 | 10 | 1
— 1 1 9 - 1 1
_ 1 3 1
P(R)=1-P —1-—-=2 Z
. P(R) (®)=1-7=] . !

Assim, a probabilidade de um aluno que participou no torneio escolhido, ao acaso, nao ter jogado Seméforo
e ter jogado Rastros, na forma de fragao irredutivel, é:

9 3

P(SNR)=P[R)-P(SNS) = 50 = 10

> w



6.1.

6.2.

Como se pretende identificar um plano perpendicular ao plano que contém a base do cone, entao
os respetivos vetores normais devem ser perpendiculares, pelo que calculamos os produtos escalares
entre os vetores normais dos planos definidos em cada uma das hipéteses o vetor normal do plano
que contém a base do cone para encontrar um produtos escalares nulos e assim identificar planos
perpendiculares:

e (0,4,—3).(04,-3)=0+4x44+(-3)x(-3)=16+9=25
e (34,1).(04,-3)=3x0+4x44+1x(-3)=0+16—3=13
e (0,3,4).(04,—3)=0+3x4+4x(-3)=12-12=0

(1,3,4).(04,—3) =x04+3x44+4x (-3)=0+12-12=0

Assim, temos que apenas as equagoes apresentadas nas opgoes (C) e (D) representam planos per-
pendiculares ao plano que contém a base do cone, pelo que resta verificar qual das duas equagoes é
verificada pelas coordenadas do ponto (1,2, — 1), substituindo as suas coordenadas em cada uma das
equagoes:

e 3(2)+4(-1)=18 & 6 —4 =18 < 2= 18 (Proposigao falsa)

e 1+312)+4(-1)=3 < 1+6—-4=3 < 3 =23 (Proposicao verdadeira)
Ou seja a equagao x + 3y + 4z = 3 define um plano perpendicular ao plano que contém a base do
cone e passa no ponto de coordenadas (1,2, — 1)

Resposta: Opgao D

Como o cone é reto e o ponto A é a base do centro, temos que a reta AV é perpendicular ao plano
que contém a base do cone, pelo que o vetor normal do plano (7 = (0,4, — 3)) também é um vetor
diretor da reta AV.

Como o ponto A pertence ao plano definido por 4y — 3z = 16, e pertence ao eixo Oy, ou seja,
tem cota nula, temos que a sua ordenada (y4) é:

16
4yA,4—3(0):: 16 & 4y, =16 & yA,:ZAE* S ya =4

E assim,temos que as coordenadas do ponto A sao (0,4,0), e uma equagio vetorial da reta AV é:
(z,y,2) = (0,4,0) + A\(0,4, —3),A € R

Pelo que a cota do ponto V', que pertence ao eixo Oz e, por isso tem coordenadas (0,0,zy ), pode ser
calculada por:

0=0+0A 0=0 0=0 0=0
0=444\ & (—4=4) S (-1=A S (-1=A
ZVZO—S/\ ZVZ—S)\ ZV:—3(—1) ZV:3

Desta forma, recorrendo ao teorema de Pitdgoras calculamos a altura do cone (AV):

AV =04 4OV & AV = 12+22 © AV = 42432 = AV =1/16+9c AV =25 AV =5
AV >0

E assim, como o raio da base do cone é 3, o respetivo volume é:

V:éxwx32x5zwzl5ﬂ



7. Como a circunferéncia tem raio 3, o respetivo perimetro é 2 x m x 3 = 67

Assim, o comprimento do arco AB é 27, a amplitude do angulo AC'B é:

ACB o . o1 X 27 . A . o
or " onx3 O AC or T ACB=§ o ACB=—

Desta forma, como ambos os vetores tém norma 3, recorrendo & férmula do produto escalar, vem:

a.c@zcos(@A@>XHQHXHC@HZCOS(?> ><3><3:—%><9:—g

8.
8.1. Para averiguar se a fungao f é continua em x = 2, temos que verificar se f(2) = lim f(x) = lim+f(x)
T2~ z—2

e?72 el 1
2 = = — = —
A o R s

627$ 6272 60 1

1 = i — ) = =—=-

* Jlim f(2) = lim (a;+2> 29+2 4 1

-2 2—-2 0 0
. m];n;ﬁf(x) = x];fgf Ser;éx_ 1 ) = ser212( —2 ) = SZH_(4) = 0 (Indeterminagéo)

(como z2 — 4 = (z — 2)(x + 2))

lim f(z) = lim w: lim f(z) = lim M: lim (sen(x—2) X ! ):

2~ r—2~ .I‘2 — T—2~ T—2~ (J? — 2)(33 + 2) r—2— (x — 2) (ZU —+ 2)

(considerando y =« — 2, temos z =y +2esex — 27, entdo y — 07)

. seny . 1 1 1 1
= lim x lim —1lx —=1x==2=
y—=0— Yy a—2- (z+2) 242 4
——

Lim. Notavel

Como f(2) = lim f(zx) = lim f(x), entdo a fungao f é continua em = =2 .
z—21 T2~



8.2.

9.1.

Comegamos por determinar a expressao da derivada da fungao f, em | — co, — 2[:
—1xe? T x (r+2)—e??x1

< o2 >/ _ (2—2)e* ") (x+2) — e x (x+2) _ _

x+2 (x +2)? x?

f'(z) =

—e2 P (z4+2) -2 e T(—(z+2)—1) ¥ T(—z-23)

(x +2)2 - (x +2)2 (2 +2)2

Calculando os zeros da derivada da funcéo g, em R\ {0}:

Flay—o0 e 2228 o 2-a( 3)=0A (2+2°#0 &
xTr) = (x+2)2 = e X = X
C. universal (z+2)2>0
o P=0V —2-3=0& 3=z

Impossivel

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

T —00 -3 -2

e?= + + + n.d.
(—z—3) + 0 - n.d.
e?~%(—x — 3) + 0 - n.d.
(z+2)? + + + n.d.

I + - n.d.

f — | Méx | ™~ | n.d.

Assim, podemos concluir que a funcgao f:

e ¢ crescente no intervalo | — oo, — 3J;
e & decrescente no intervalo [—3, — 2[;

e tem um maximo relativo que é f(—3) = = =—e

Como o ponto do cabo mais préximo do solo é equidistante dos dois postes, esta a 5 metros de cada
um dos postes, em particular estd a 5 metros do poste da esquerda, pelo que x =5

Assim, a altura deste ponto é dada por
h(5) = 6,3(et76 + 178 ) — 7,6 = 6,3(c” +¢°) — 7,6 =6,3x 27,6 =5

Poste da Poste da
esquerda direita

Logo a a distancia (k), arredondada as

décimas de metro, da base do poste da \_/
esquerda ao ponto do cabo que esta mais

préximo do solo é dada por

E=524+5% & k2 =25+25 = k h(5)

= k=v50 = kx71m
k>0

Resposta: Opgao A




9.2. Como o ponto do cabo em causa estd situado a d metros do poste da esquerda, a sua altura é h(d).

Desta forma uma redugao de 50% da distancia, ou seja, a reducgido da distancia para metade é

1
expressa por §d, e a reducao da altura em em 30 centimetros (0,3 metros) é expressa por h(d) —0,3.

1
Logo, o valor da distancia d é a solucao da equacao h (Qd) = h(d) - 0,3

x—5 5—x .
Assim, inserindo na calculadora a fungao h(z) = 6,3(61216 + 61216) — 7,6 , determinamos o valor
de d como a abcissa do ponto de intersecao das funcgoes:

+ s (L) y
o g(z) =h(z)—03 T

Representando na calculadora as fungbes f e

g, numa janela compativel com o dominio da
fungao (x € [0,10]), obtemos o grafico represen- 5,04
tado na figura ao lado.

Recorrendo a funcao da calculadora para
determinar valores aproximados das coordena-
das dos pontos de intersecao dos dois graficos,
obtemos valores aproximados as décimas da
abcissa do ponto de intersegao dos dois graficos:

7,9 metros. 0

10. Como Im (w) = —Re (w), entdo w ¢ um nimero complexo da forma pei(fg) e como Re (w) > 1, entdo
p>1

Assim, como —i = ¢!(F) temos que:

))2 = eiﬂxpei(_%)xpei(_%) = (1xpxp)ez(3‘7ﬂ+(_%)+<_%)) = p26i(37ﬂ_%) = p2ei”

ISE)

—iw2 = ez(%) X (pei(_

Como p > 1 entdo p? > p, entdo o afixo de iw? deve estar a uma distancia da origem superior ao afixo de
w, e como o afixo pertence ao semieixo real positivo (porque Arg (—iw?) = 7), o ponto C é o tnico que

pode representar o afixo de —iw?.

Resposta: Opgao C



11. Escrevendo —/3 + i na forma trigonométrica (pe'?) temos:

— VA 12— BT = Vi=2

1
= \/§ como sen > 0 e cosf < 0, # é um angulo do 2.2 quadrante, logo § = P om

-3 37 ’ ' ’ 6 6

Assim como —v/3 +i = Qei(%ﬂ), e como V/2i = \/iei(%), temos que;

o (=31 L e (2N L e (2o o (220
_<¢§> o (@(z)) o= () e

6
& 2= <2\25> e(6%5) o 23 =86 o 3 =80 & 2= V8eiX0 & 2= ¥BH™ET) o

o tgl =

2k7

& z=20%5") ke {0,1,2}

Assim, os trés nimeros complexos que sao solugao da equacgao, sao:

2XxX0x™

o (k=0)— 2:(¥F%) =91 =2
[ ) (kj 1) — 26 (QX.}SXW) :2@“%)

2x2x

o (k=2) = 2:(%FF) = 90i(F)

o

4
Como 3 ¢ um angulo do 3.° quadrante, temos que a solu¢ao da equagao, cujo afixo pertence a este
quadrante, escrita na forma algébrica, é:

(4x 4 4 1 3
261 (%) :2<cos;+isen;) =2 (—2—2\2[> =—1—3i

12. Designado por P o pé da altura do triangulo relativo ao
lado [AB], temos que: C

e sen (2z) = % & CP =2sen (2z)

BP —
e cos(2z) = — © BP = 2cos(2z)

Logo, temos que:

- 2 2 -  2Xx2
o= OO o qp - 20 gp_ 2xX2senscoss
AP tgx cos £#0
cosx
o AP — 4senxcosx X cosx o AP — dcosx

senx sen z#£0

E assim, vem que:
AB = AP+BP = 4cos® x+2cos(2z) = 4cos® 2+2( cos® 2 — sen’z) = 4cos® z+2(cos’ z— (1 —cos’ z)) =

:4coszx+2((3052m— 1+cos2m) :40052m—|—2(20052m— 1) =4cos’z+4cos’z—2=28cos’z —2



13. Como a fungao g é continua (porque resulta da diferenga e do produto de fungdes continuas em |1, + co|),
entao a reta de equacao x = 1 é a Unica reta vertical que pode ser assintota do grafico de g. Para averiguar
esta hipdtese vamos calcular lim g(x):

r—1

lim g(z) = lim (52 —3In(z—1)) =5x 17 =3In(1* = 1) =5+ 3In(0+) =5 — 3 X (—00) = +00

z—1t z—1+t
Assim, como lim+g(:r) = 400, podemos concluir a reta de equacao x = 1 é a 1nica assintota vertical do
z—1

grafico de g.

Como o dominio da fungéo é |1, + oo[, s6 poderd existir uma assintota obliqua quando & — 4o0c. Desta
forma, vamos averiguar a existéncia de uma assintota de equacao y = mzx + b:

. g(x) . br—3n(x—1) +00 — 00
lim = = lim =
r—+o0o I T——+00 € —+00

m =

Indeterminagao

— lim (‘r"”—?,xln(”j_l)xm_l): lim (5—3><1n(x_1)><”3_1)=

z—+oo \ & x x—1 @—+00 (x—1) x

(fazendo y = z — 1, temos z = y + 1; e se £ — +00, entdo y — +00)

1
— lim 5-3 lim - % Iim -2 —5-3x0x lim L=5-3x0x1=5
T—+00 y—+too Y y—+ooy + 1 y—+tooy
—_———

Lim. Notéavel

b= lim (g(z) —mz) = xgm (9(z) =5 xz) = lim (5z —3Inz—5z) =

Tr—+o0 —+oo T—r+0o0

= lim (—3mnz)=-3 lim (Inz)= -3 x (+00) = -

r—+00 r—+o0

Assim, como hrf (g(x) — mx) nao é um valor finito, nao existe qualquer assintota obliqua do grafico de
Tr—r 400
g.

14. As solugdes da equagao pertencem ao conjunto {x e R:5—2x >0 A 3—z > 0}

5 5
Com0—2x>—5/\—x>—3@2m<5/\x<3@x<§/\:v<3<:>x<§,

) ~
temos que x € } —00,5 [, e resolvendo a equacao, vem que:

(" —1In(b—-22)+e"InB—2)=InB—-2) & (¢*"—1In(6-2z)+e"In3—2)—In3—-—2)=0 &
& (e —1)In(G-22)+mmB-2)("-1) =0 & (" —1)(In(5-22) +In(3—-2)) =0 &
& (" —1)(In((5-22)x (3—2))) =0 & (" —1)(In (15— 5z — 6z +22%)) =0 &
& (" —1)(In(22° -1z +15) =0 & " —1=0V In(22° — 11z + 15) =0 <
Se=1V2a’-1lz+15=c" & z=hl1Vv2’-1llz+15=1 &

—(=11) £ V/(-11)2 — 4(2)(14) N

2% 2

S =0V 2i-—1llz+14=02=0V z=
7
@sz\/x=2\/x:§

. T ~ ~ . , . -
Assim, como x < =, x = — nao é solugdo da equagdo, pelo que o conjunto dos nimeros reais que sao
2 2

solucdo da equacao, é: {0,2}



15. Considerando a e b as abcissas dos pontos A e B, respetivamente, temos que as ordenadas sao, respetiva-

kE k
mente — e —, pelo que o declive da reta AB é:

b
kE k ak bk ak — bk
 wwi b4 _ b e a _Hab) __ ka-b) kK __k
T —Ta b—a b—a b—a ab(b—a) abx (=1)(a—0b) a#b —ab ab

Considerando ¢ como a abcissa do ponto em que a reta tangente ao grafico de f é paralela a reta AB,
temos que m = f’(¢). Assim temos que:

f,(x)(k>'k’><xx’><k0><x1xk k

- 22

x x x x
) k
E assim, f'(c) = ——, temos que:
c
k k k k k x ab
— f/ —_ — _— = — 2 e 2 — —
m = f'(c) i 2 32 ec A ab & e Vab

Como a < b, entao temos que:

o VJa<Vb e Jaxa<Vbx.a s a<Vab
e Va<vb & VaxVb<vVbxvb e Vab<b

Assim, temos que a < vab < b, e ainda que a, Vab e b sdo termos consecutivos de uma progressao
geométrica, porque o quociente dos termos consecutivos é constante (e igual & razdo), ou seja:

‘ ﬂ@‘
ﬂ@“ ‘

= (\/@)2 =a Xx b < ab= ab (Proposicao verdadeira)



